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はじめに
本稿は初等幾何に関するこれまでの学習及び研究の成果をまとめたものである. シムソンの定理は 1790

年代にウィリアム・ウォレスによって発表されたが, その後この定理は多くの数学者により拡張されてきた.

例えば, 清宮俊雄による清宮の定理は有名である. シムソンの定理自体は中学生でも証明できる簡単な定理
であるが, 初等幾何において様々なところに登場する. シムソン線と深い関係を持つ図形として本稿で扱う
のは主に, 等角共役, 9点円, ポンスレ束, オイラー・ポンスレ点の 4つである.

本稿は 4つの章からなる. 第 1章ではシムソン線・シュタイナー線を定義した後に, シムソン線に関する
基本的な構図をまとめる. 証明のほとんどは角度追跡によるものであり, 有向角以外の前提知識は必要とし
ない. 第 2章では, 等角共役による直線の像について考察した後, ポンスレ束を定義する. 議論においては無
限遠点が重要な役割を果たしている. 第 3章では, 等角共役の類似物として平行弦共役, 9点円の類似物とし
て 9点円錐曲線, シムソン線の類似物としてコニック・シムソン線を導入する. これらによってポンスレ束
が一般化され, 第 2章よりもさらに強い結果が示されることになる. 残る第 4章では, 直角双曲線の応用事
例としてオイラー・ポンスレ点を紹介する. 初等幾何において直角双曲線がいかに重要かがわかるだろう.

なお, 次のことは前提として議論を進める.

• 角度追跡・長さ追跡をはじめとした高校数学の幾何の知識
• 有向角の扱い (∡で表し, modπ で同一視する)

• 無限遠点やパスカルの定理などの射影平面の知識
• 重心座標系での図形の方程式や共点・共線の条件

本稿を通じて, 初等幾何の魅力の一端を伝えることができたら幸いである.
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1 シムソン線・シュタイナー線とその応用
この章では, 第 2章以降の議論で必要となるシムソン線やシュタイナー線の性質についてまとめる.

1.1 シムソン線とシュタイナー線

定理 1.1 (シムソンの定理). 三角形ABC とその外接円上に点Dをとる. Dから直線BC,CA,AB

に下した垂線の足をそれぞれ P,Q,R とするとき, この 3 点は共線である. この直線をシムソン線
(Simson line)という.

証明.
∡QPR = ∡QPD + ∡DPR = ∡QCD + ∡DBR = ∡ACD + ∡DBA = 0

より, 3点 P,Q,Rは共線である. ■

定理 1.2 (シュタイナーの定理). 三角形 ABC とその外接円上に点 D をとる. 直線 BC,CA,AB

に対して D と対称な点をそれぞれ P,Q,R とするとき, この 3点は共線である. この直線をシュタ
イナー線 (Steiner line)という.

証明. シュタイナー線はシムソン線を 2倍に相似拡大したものなので, 定理 1.1よりよい. ■
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図 1: シムソン線 (赤)・シュタイナー線 (青)

1.2 シュタイナー線と垂心
シュタイナー線は D の位置に依らず定点を通る. 次の命題が示すように, その定点は垂心である.

命題 1.3. 垂心をH とする三角形 ABC とその外接円上に点Dをとる. このとき, Dにおけるシュ
タイナー線は H を通る.

証明. 定理 1.2と同様に P,Q,R を定め, 三角形 ABC の外接円を Γとする. BC,CA,AB について H と
対称な点は Γ上にあるから, BC,CA,AB について Γと対称な円 ΓA,ΓB ,ΓC はすべて H を通り, P,Q,R
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はそれぞれこれらの円上にある. よって, 次が成り立つ.

∡QHR = ∡QHC + ∡CHB + ∡BHR

= ∡QAC + ∡BAC + ∡BAR

= ∡CAD + ∡BAC + ∡DAB

= 0

従って, 3点 Q,R,H は共線であり, H はシュタイナー線上にある. ■
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図 2: シュタイナー線は垂心を通る

命題 1.3とは逆に, 垂心を通るどんな直線もある点におけるシュタイナー線になることが知られている.

定理 1.4. 垂心をH とする三角形 ABC とH を通る直線 lをとる. このとき, BC,CA,AB につい
て l と対称な直線は外接円上の 1点で交わる. この点を l の反シュタイナー点 (anti-Steiner point)

という.

証明. BC,CA,AB について H と対称な点をそれぞれ HA,HB ,HC とし, l と対称な直線をそれぞれ
lA, lB , lC とする. lA と Γの HA 以外の交点を D とすると, l は D におけるシュタイナー線である. よっ
て, DHB , DHC はそれぞれ CA,AB について lと対称な直線であるから, lB , lC は D を通る. よって主張
は示された. ■

反シュタイナー点は数学オリンピックでも役に立つことがある. 例えば, 次の問題は反シュタイナー点を
知っていれば容易に倒すことができる.

問題 1.5 (EGMO/2017-P6). 不等辺鋭角三角形 ABC がある. 三角形 ABC の重心 Gと外心 Oを
辺 BC,CA,AB に関して対称移動させた点をそれぞれ G1, G2, G3 と O1, O2, O3 とする. このとき,

円 G1G2C,G1G3B,G2G3A,O1O2C,O1O3B,O2O3A,ABC は 1点で交わることを示せ.
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1.3 シムソン線のなす角
ある円周上の 2点におけるシムソン線のなす角は簡単に表すことができる.

命題 1.6. 三角形 ABC とその外接円上に点Dをとる. Dを通り BC に垂直な直線が外接円と再び
交わる点を D′ とすると, AD′ は D におけるシムソン線に平行である.

証明. 定理 1.1と同様に P,Q,Rを定める.

∡AD′P = ∡AD′D = ∡ACD = ∡QCD = ∡QPD = ∡QPD′

なのでよい. ■
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図 3: AD′ とシムソン線は平行

命題 1.7. 三角形 ABC とその外接円上の 2点 P,Qをとる. このとき P,Qにおけるシムソン線の
なす角は弧 PQに対する円周角に等しい.

証明. P,Qを通り AC に垂直な直線と外接円が再び交わる点を P ′, Q′ とすると, 命題 1.6より, P,Qにお
けるシムソン線はそれぞれ BP ′, BQ′ に平行である. よって, 2つのシムソン線のなす角は ∡P ′BQ′ に等し
く, 対称性よりこれは弧 PQの円周角に等しい. ■

命題 1.8. 三角形 ABC とその外接円の直径の両端点を P,Qとする. このとき, P,Qにおけるシム
ソン線は ABC の 9点円上で直交する.

証明. 2本のシムソン線の交点を X とし, HP,HQの中点をそれぞれM,N とすれば, 命題 1.3よりM,N

はそれぞれ P,Qにおけるシムソン線上にある. ここで, 命題 1.7より ∡NPM = 90であるから, NM を直
径とする円は X を通る. 一方この円は H を中心に外接円を 1

2
倍に縮小したものであるから, 9点円に一致

する. 従って主張は示された. ■

実は命題 1.8は氷山の一角に過ぎない. 第 2章でさらに強い結果が示されることになる.
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2 ポンスレ束
第 2章では, 等角共役による直線の像について考察する. 等角共役は初等幾何ではなじみのある対象であ
るが, 等角共役によって直線や円錐曲線がどのような図形に移されるのかはあまり知られていない. そこで,

本稿では定理 2.3で直線の像の形状を明らかにした後, 定理 2.6でシムソン線との関連について述べる.

2.1 等角共役とその性質

定理 2.1. 内心を I とする三角形 ABC と点 D をとる. このとき, 直線 AI,BI, CI に関して
AD,BD,CD と対称な直線は 1点で交わる. この交点を D の等角共役 (isogonal conjugate)とい
う.（特に断りがない限り, 本稿では X の等角共役を X ′ で表す.）

証明. AP と BC の交点を A1, AI について AP と対称な直線と BC の交点を A2 とし, B1, B2, C1, C2 に
ついても同様に定める.

BA2

A2C
· CB2

B2A
· AC2

C2B
=

AB sin∠BAA2

CA sin∠CAA2
· BC sin∠CBB2

AB sin∠ABB2
· CA sin∠ACC2

BC sin∠BCC2

=
CA sin∠CAA1

AB sin∠BAA1
· AB sin∠ABB1

BC sin∠CBB1
· BC sin∠BCC1

CA sin∠ACC1

=
CA1

A1B
· AB1

B1C
· BC1

C1A
= 1

なのでチェバの定理の逆より従う. ■

D D′

A

B C

図 4: D の等角共役 D′

さて, ここで D が特殊な位置にある場合の D′ について考える.

辺上にあるとき:

例えば D が辺 BC 上 (B,C を除く)にあるとき, D′ = Aとなる. つまり, D′ は頂点に一致する.

頂点に一致するとき:

例えば D = Aのとき, 直線 AD は引けないので等角共役は定義されない.

外接円上にあるとき:

D が円 ABC 上にあるとき, AD,BD,CD を対称移動させた直線はすべて平行になる. よって, D′

はこれらの平行線の方向の無限遠点である.

以上より, 等角共役は A,B,C を除く射影平面上で定義される.
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2.2 等角共役点をつくる
既存の等角共役点 2組から新しい等角共役点をつくることができる. 次の補題はこれからの証明において
重要な位置を占める.

補題 2.2 ( [5]-Theorem5.3). 三角形 ABC と相異なる 2 点 P,Q に対し, X = PQ ∩ P ′Q′, Y =

PQ′ ∩ P ′Qは互いに等角共役である.

証明. [5]とは異なる方法で示す.

P = [p1 : p2 : p3], Q = [q1 : q2 : q3]とすると, PQ′, P ′Qの方程式はそれぞれ次のように表せる.

PQ′ :

∣∣∣∣∣∣
p1 p2 p3

a2q2q3 b2q3q1 c2q1q2
x y z

∣∣∣∣∣∣ = 0, P ′Q :

∣∣∣∣∣∣
q1 q2 q3

a2p2p3 b2p3p1 c2p1p2
x y z

∣∣∣∣∣∣ = 0

上の 2式を連立して, Y = [y1 : y2 : y3]とすると, 次を得る.

y1 = (b2p1q1 − a2p2q2)(a
2p3q3 − c2p1q1)(p3q2 − p2q3)

y2 = (c2p2q2 − b2p3q3)(b
2p1q1 − a2p2q2)(p1q3 − p3q1)

y3 = (a2p3q3 − c2p1q1)(c
2p2q2 − b2p3q3)(p2q1 − p1q2)

Y の等角共役は, Y ′ =

[
a2(c2p2q2 − b2p3q3)

p3q2 − p2q3
:
b2(a2p3q3 − c2p1q1)

p1q3 − p3q1
:
c2(b2p1q1 − a2p2q2)

p2q1 − p1q2

]
である.

このとき, ∣∣∣∣∣∣
y′1 y′2 y′3
p1 p2 p3
q1 q2 q3

∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
y′1 y′2 y′3

a2p2p3 b2p3p1 c2p1p2
a2q2q3 b2q3q1 c2q1q2

∣∣∣∣∣∣ = 0

であるから, 3点 Y ′, P,Qと Y ′, P ′, Q′ はそれぞれ共線. よって X = Y ′ より主張は従う. ■

2.3 直線の等角共役

定理 2.3. 三角形 ABC と A,B,C を通らない直線 l 上の点 P をとる. P が l 上を動くとき, P ′ の
軌跡は ABC に外接する円錐曲線となる. さらに, 円錐曲線の形状は次のように判別できる.

• lと円 ABC が 2点で交わるとき, 双曲線
• lと円 ABC が接するとき, 放物線
• lが円 ABC と交わらないとき, 楕円（lが無限遠直線のとき, 円）

証明. 重心座標において等角共役は [x : y : z] 7→ [a2yz : b2zx : c2xy] と表現できる. m の方程式を
px + qy + rz = 0とすれば, mの像は pa2yz + qb2zx + rc2xy = 0と表せ, これは円錐曲線の形なのでよ
い. また, 外接円上の点の等角共役は無限遠点であるから, 円 ABC と l の共有点の個数と l の像が通る無
限遠点の個数が一致するので, 後半部分も示された. ■
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図 5: GeoGebraで表示した P ′ の軌跡 (青)

2.4 ポンスレ束
次に示す補題は, 初等幾何で直角双曲線を扱う際に最も重要な性質である.

補題 2.4. 共線でない 3点 A,B,C を通る双曲線Hについて, 以下は同値.

(1) Hは直角双曲線である
(2) 三角形 ABC の垂心はH上にある

証明. 逆も同様なので, (1)⇒(2)のみ示す. C を通り ABに垂直な直線が H と再び交わる点を D とし, H
の漸近線方向の無限遠点を E,F とする. H = AB ∩DE,K = CD ∩ FAとして 6点 A,B,C,D,E, F に
パスカルの定理を用いると, KH ‖ BC を得る. K は三角形 ADH の垂心なので, AD ⊥ BC を得る. よっ
て, D は三角形 ABC の垂心であり, 主張は示された. ■

外心の等角共役は垂心であるから, 外心を通る直線に対応する双曲線は垂心を通る. つまり, 外心を通る
直線の像は直角双曲線となる. これらをすべて集めたものがポンスレ束である.

定義 2.5. 外心を O とする三角形 ABC において, O を通り A,B,C を通らない直線の等角共役と
して得られる直角双曲線全体をポンスレ束 (Poncelet pencil)という.

A

B
C

H

O

H

図 6: ポンスレ束
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さらに, ポンスレ束に属する直角双曲線の漸近線はシムソン線を用いて特徴づけられる. 次の定理は, 一
見何の関係もない等角共役とシムソン線を関連付ける美しい結果であり, 命題 1.8を内包している.

定理 2.6. 三角形 ABC とその外接円の直径 PQをとり, 直線 PQの等角共役を Hとする. このと
き, Hの中心は 9点円上にあり, P,Qにおけるシムソン線を漸近線とする.

証明. PQの等角共役をHとし, Hと円 ABC の第 4の交点を D と定める. 次のステップで示す.

(1) Hの中心は DH の中点
(2) P ′, Q′ はそれぞれ Q,P におけるシムソン線方向の無限遠点
(3) P,Qにおけるシムソン線は DH の中点を通る

はじめに (1)を示す. 三角形 BCD の垂心を H1 とすると, 補題 2.5よりこれは H上にある. BC につい
て H,H1 と対称な点はそれぞれ円 ABC 上にあるから, AHH1D は平行四辺形である. よって, D,H はH
の中心について対称な点とわかるので主張は従う.

次に (2) を示す. Q を通り BC に垂直な直線と円 ABC が再び交わる点を R とすると, 命題 1.6 より,

AR は Q におけるシムソン線に平行である. 一方, AP と AR は ∠A の二等分線について対称なので, P ′

は Qにおけるシムソン線方向の無限遠点である. 同様にして, Q′ は P におけるシムソン線方向の無限遠点
であることも言えるので, 主張は示された.

最後に (3)を示す. P,Qに補題 2.2を用いると, X = PQ ∩ P ′Q′ と Y = PQ′ ∩ P ′Qは互いに等角共役
である. X は PQ方向の無限遠点であるから, Y = D を得る. よって, PD,QD は P,Qにおけるシムソン
線にそれぞれ平行である. 一方, 命題 1.3より, P,Qにおけるシュタイナー線は H を通る. よって, P,Qに
おけるシムソン線は DH の中点を通るので, これは漸近線に他ならない. 以上より主張を得る. ■

A

B
C

D
H

P

Q
H

図 7: PQの等角共役 (緑)の漸近線 (橙)
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3 9点円錐曲線を用いた一般化
第 2 章の主定理である定理 2.6 は, 等角共役・9 点円・シムソン線の 3 つが一堂に会するものであった.

ここでは,

• 平行弦共役 (等角共役の一般化)

• 9点円錐曲線 (9点円の一般化)

• コニック・シムソン線 (シムソン線の一般化)

という 3つの概念を導入し, 定理 2.6よりも強い結果を導く.

3.1 平行弦共役
まずは等角共役の一般化である平行弦共役を導入する. 定理 2.3において等角共役は直線を円錐曲線に移
すことが示され, これは等角共役が [x : y : z] 7→ [a2yz : b2zx : c2xy]と表現されることに由来したのだっ
た. しかし, 係数の a2, b2, c2 に本質的な意味はない. 例えば [x : y : z] 7→ [998244353yz : 2.718zx : 3.14xy]

という写像を考えても, やはりこれは直線を円錐曲線に移すのである. そこで, 重心座標の係数を一般化し,

なおかつ幾何的な側面でも等角共役と類似しているような変換を考えた.

定理 3.1 (平行弦共役). 三角形 ABC とそれに外接する円錐曲線 C, A,B,C と異なる点 D をと
る. AD と C の A 以外の交点を P , P を通り BC に平行な直線が C と再び交わる点を Q とし,

R,S, T, U も同様に定める. このとき, 3直線 AQ,BS,CU は 1点D∗ で交わる. D∗ をDの C に関
する平行弦共役という.

証明. C : lyz +mzx + nxy = 0とする. P は AD 上より, P = [α : d2 : d3]と表される. これを C の方程
式に代入して, α =

−ld2d3
nd2 +md3

を得る. これを正規化すると, 次を得る.

P =

(
−ld2d3

(m+ n− l)d2d3 + nd22 +md23
,

md2d3 + nd22
(m+ n− l)d2d3 + nd22 +md23

,
nd2d3 +md23

(m+ n− l)d2d3 + nd22 +md23

)
同様にして, 次を得る.

R =

(
ld3d1 + nd21

(n+ l −m)d3d1 + nd21 + ld23
,

−md3d1
(n+ l −m)d3d1 + nd21 + ld23

,
nd3d1 + ld23

(n+ l −m)d3d1 + nd21 + ld23

)

T =

(
ld1d2 +md21

(l +m− n)d1d2 + ld22 + nd21
,

ld22 +md1d2
(l +m− n)d1d2 + ld22 + nd21

,
−nd1d2

(l +m− n)d1d2 + ld22 + nd21

)
PQ ‖ BC より, q ∈ Rを用いて Q = (p1, q, 1− q− p1)と表される. 同様にして, S = (1− s− r2, r2, s),

U = (u, 1− u− t3, t3)である. (s, u ∈ R)
Q = (p1, q, 1− q − p1)を C の方程式に代入して整理すると, 次の二次方程式を得る.

q2 −
(
l − (l +m− n)p1

l

)
q − mp1(1− p1)

l
= 0

これは q = p2 を解に持つので, 解と係数の関係より他方の解は次のように計算できる.

q =
l − (l +m− n)p1

l
− p2 = (1− p2)−

(l +m− n)p1
l

11



同様にして, 次を得る.

s = (1− r3)−
(m+ n− l)r2

m
, u = (1− t1)−

(n+ l −m)t3
n

AQ,BS,CU の共点は qsu = (1− q− p1)(1− s− r2)(1− u− t3)と同値. 上で得られた q, s, uの値を代
入して計算すると, 両辺は次のような形になる.

l2m2n2d1d2d3(1− d1)(1− d2)(1− d3)

{(l +m− n)d1d2 + ld22 + nd21} {(m+ n− l)d2d3 + nd22 +md23} {(n+ l −m)d3d1 + nd21 + ld23}

また, D∗ の座標は次のように表せる.

D∗ = [(1− t− r2)(1− s− p1) : ts : t(1− s− p1)] = [ld2d3 : md3d1 : nd1d2]

以上より主張は示された. ■

A

B C

P Q

D

R

S

T

U

D∗

図 8: D の平行弦共役 D∗

C が円のとき D∗ = D′ となるので, 平行弦共役は等角共役を含んでいる. また, C 上の点の平行弦共役は
無限遠点であり, これも等角共役と類似している. 補題 2.2や定理 2.3もそのまま拡張される.

補題 3.2. 三角形 ABC とそれに外接する円錐曲線 C, A,B,C と異なる点 P,Qをとり, P,Qの C
に関する平行弦共役をそれぞれ P ∗, Q∗ とする. このとき, X = PQ ∩ P ∗Q∗, Y = PQ∗ ∩ P ∗Qは
互いに平行弦共役である.

証明. 補題 2.2の証明と同様. ■

定理 3.3. 三角形 ABC とそれに外接する円錐曲線 C, 直線 lをとる. このとき, l上の点の C に関す
る平行弦共役の軌跡は A,B,C を通る円錐曲線となる. 特に, l と C が 2点で交わるときは双曲線,

接するときは放物線, それ以外のときは楕円となる.

証明. 定理 2.3の証明と同様. ■
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3.2 9点円錐曲線
次に 9点円を一般化しよう. 9点円とは, 次の 9点を通るような円のことであった.

• 各辺の中点
• 各頂点から対辺に下した垂線の足
• 垂心と各頂点の中点

これらの点を垂心を基準として定義しなおしたのが次の 9点円錐曲線である.

定理 3.4 (9点円錐曲線). 三角形 ABC と点 D をとり, AD,BD,CD が直線 BC,CA,AB と交わ
る点を A′, B′, C ′, BC,CA,AB の中点をそれぞれMA,MB ,MC とし, AD,BD,CDの中点をそれ
ぞれ NA, NB , NC とする. このとき, 9点 A′, B′, C ′,MA,MB ,MC , NA, NB , NC は同一円錐曲線上
にある. この円錐曲線を 9点円錐曲線 (Nine Point Conic)という.

証明. 重心座標とパスカルの定理の逆により示せるが, 計算が煩雑なので略. ■

A

B C

D

A′

B′C ′

MA

MBMC

NA

NB NC

図 9: ABC の 9点円錐曲線

9点円を H を中心に 2倍拡大すると外接円に一致する. 同様に, 9点円錐曲線を D を中心に 2倍拡大し
た円錐曲線は ABC に外接し, これは外接円と似た性質を持つと考えられる. 逆に言えば, ABC に外接す
る円錐曲線が与えられたとき, それを「ある点における 9点円錐曲線を 2倍に拡大したもの」とみることも
できる. 以降 9点円錐曲線を 2倍拡大したものを外接 9点円錐曲線と呼ぶことにする.

3.3 コニック・シムソン線とコニック・シュタイナー線
最後にシムソン線とシュタイナー線を一般化する. そもそもシムソン線は三角形とその外接円上の点につ
いて定まるものであった. ここでは, 三角形とその外接 9点円錐曲線上の点に対してシムソン線の類似物を
定めることを目標とする.

まず定点を通る (定理 1.3)という性質を持ったシュタイナー線の方が扱いやすいため, シュタイナー線の
類似物の定義から始めよう. シュタイナー線を一般化するには, 定理 1.4において垂心 H を一般の点 D に
変え, 反シュタイナー点から D が垂心であるという事実を使わずに lを特徴づけられればよい.

反シュタイナー点を P , lと BC,CA,AB の交点をそれぞれ X,Y, Z とし, BC,CA,AB について lと対
称な直線をそれぞれ lA, lB , lC とする. 簡単な角度計算より, BC についてH と対称な点HA は円 ABC 上
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にあり, 定義より明らかにこれは lA 上にある. さらに, HA は AH と円 ABC の交点である. よって, X は
AH が外接円と再び交わる点と P を結ぶ直線と BC の交点と特徴づけられる. Y, Z についても同様の特徴
づけを行い, 垂心 H を自由に動かしたとき 4点 H,X, Y, Z が同一直線上にあれば, シュタイナー線を拡張
できたことになる. そしてこれはパスカルの定理から容易に従う.

定理 3.5. 三角形 ABC と点Dをとり, それらの外接 9点円錐曲線 C 上に点 P をとる. ADが C と
再び交わる点を A1 とし, PA1 と BC の交点を X とする. 同様に B1, Y, C1, Z を定めるとき, 4点
D,X, Y, Z は同一直線上にある. この 4点を通る直線を P におけるコニック・シュタイナー線とい
い, これを P 中心でに 1

2
倍に縮小したものをコニック・シムソン線とする.

証明. 6点B,C,A,A′, P,B′にパスカルの定理を用いて, NC∩A′P = X,CA∩PB′ = Y,AA′∩B′B = D

は共線である. 同様にして 3点 D,Y, Z の共線が示されるのでよい. ■

l

lAlB lC

A

B C

P
HA

HB

HC

H

X

Y

Z

図 10: この図をじーっと眺めると...

A

B C

D

A1

B1C1

X

Y
Z

P

図 11: P におけるコニック・シュタイナー線

3.4 ポンスレ束の一般化
ここまでで定義した 3つの概念を用いて, 定理 2.6を一般化しよう. 等角共役を平行弦共役に, 9点円を 9

点円錐曲線に, シムソン線をコニック・シムソン線にそれぞれ置き換えると, 次を得る.

定理 3.6. 三角形 ABC と点 D をとり, 外接 9 点円錐曲線 C の中心を OD とする. C 上の 2 点で
あって, OD について互いに対称なものをそれぞれ P,Qとする. このとき, 直線 PQの C に対する
平行弦共役 H の中心は 9 点円錐曲線上にあり, その漸近線はそれぞれ P,Q における三角形 ABC

と D のコニック・シムソン線に一致する.

補題 1 Hの中心は 9点円錐曲線上にある

証明. H と C の A,B,C 以外の交点を E とし, DE の中点について A と対称な点を A′ とすると,

A′ = (d1 + e1 − 1, d2 + e2, d3 + e3)と表せる. A′ がH上にあることを示す.

BD,CA′ 上の点はそれぞれ β, γ ∈ Rを用いて [d1 : β : d3], [d1 + e1 − 1 : d2 + e2 : γ]と表せるから, 次
を得る:

BD ∩ CA′ = [d1(d1 + e1 − 1) : d1(d2 + e2) : d3(d1 + e1 − 1)]

一方, BP ∩ CA = [e1 : 0 : e3] である. ここで, 2 点 BD ∩ CA′, BP ∩ CA, を結ぶ直線 l と AD :

−d3y + d2z = 0の交点 I を求める.
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lの方程式は, ∣∣∣∣∣∣
d1(d1 + e1 − 1) d1(d2 + e2) d3(d1 + e1 − 1)

e1 0 e3
x y z

∣∣∣∣∣∣ = 0

と表せる. これを第 3行で展開して, 次を得る:

d1e3(d2 + e2)x+ (d3e1 − d1e3)(d1 + e1 − 1)y − e1d1(d2 + e2)z = 0

よって, I = [ī1 : ī2 : ī3]とすると, 次のように計算できる:

ī1 =

∣∣∣∣(d3e1 − d1e3)(d1 + e1 − 1) d1e1(d2 + e2)
−d3 d2

∣∣∣∣
ī2 =

∣∣∣∣d1e1(d2 + e2) d1e3(d2e2)
d2 0

∣∣∣∣
ī3 =

∣∣∣∣d1e3(d2 + e2) (d3e1 − d1e3)(d1 + e1 − 1)
0 −d3

∣∣∣∣
E は C 上にあるから, d1(1− d1)e2e3 + d2(1− d2)e3e1 + (1− d3)e1e2 = 0 が成り立つ.

上の式と d1 + d2 + d3 = 1, e1 + e2 + e3 = 1に注意して計算すると, ī1 + ī2 + ī3 = 0を得る. よって I

は無限遠点であるから, AD ‖ l である. 従って, 6点 A,D,B,C,A′, P におけるパスカルの定理の逆より,

A′ はH上にある.

ここで, ADA′P は平行四辺形であるから, Aと A′, D と P はそれぞれ OD について対称である. 外接 9

点円錐曲線は D を中心に外接 9点円錐曲線を 2倍に相似拡大したものであるから, DE の中点 OD は外接
9点円錐曲線上にある. よって主張は示された. ■

補題 2 P,Qにおけるコニック・シュタイナー線はHの漸近線とそれぞれ平行である.

証明. Qの平行共役を Q∗, ADが C と再び交わる点を A1 とし, PA1 ∩BC = X とする. 3点X,D,Q∗ が
共線であることを示す. ただし, Q∗ は無限遠点であることに注意する.

(l,m, n) = (d1(1− d1), d2(1− d2), d3(1− d3))とする.

Q = (1− d1 − p1, 1− d2 − p2, 1− d3 − p3)

と表せるから, Q∗ の座標は次のように表せる:

Q∗ = [l(1− d2 − p2)(1− d3 − p3) : m(1− d3 − p3)(1− d1 − p1) : (1− d1 − p1)(1− d2 − p2)]

定理 1の証明より, A1 =

[
−ld2d3

md3 + nd2
: d2 : d3

]
が成り立つ.

PA1 の方程式は, ∣∣∣∣∣∣∣
−ld2d3

md3 + nd2
d2 d3

p1 p2 p3
x y z

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

と表せる. これを第 3行で展開して, 次を得る.

(d2p3 − d3p2)x+

(
d3p1 −

−ld2d3p3
md3 + nd2

)
y +

(
−ld2d3p2
md3 + nd2

− d2p1

)
z = 0

これに x = 0を代入すると, X の座標は次のように表せる:

X =

[
0 : d2p1 +

ld2d3p2
md3 + nd2

: d3p1 +
ld2d3p3

md3 + nd2

]
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ここで, d3 = 1− d1 − d2, p3 = 1− p1 − p2 に注意して, 4変数多項式 f, g を次のように定める.

f(d1, d2, p1, p2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
d1 d2 d3

0 d2p1 +

(
ld2d3p2

md3 + nd2

)
d3p1 +

(
ld2d3p3

md3 + nd2

)
q∗1 q∗2 q∗3

∣∣∣∣∣∣∣∣
g(d1, d2, p1, p2) = lq∗2q

∗
3 +mq∗3q

∗
1 + nq∗1q

∗
2

このとき, f(d1, d2, p1, p2)は g(d1, d2, p1, p2)で割り切れることが確認できる.

よって, g(d1, d2, p1, p2) = 0ならば f(d1, d2, p1, p2) = 0である. f(d1, d2, p1, p2) = 0は 3点 X,D,Q∗

の共線, g(d1, d2, p1, p2) = 0は P が C 上にあることと同値であるから, 3点 X,D,Q∗ は共線である.

同様にして, P ∗ は Qにおけるコニック・シュタイナー線上にあり, Hの定義より P ∗, Q∗ はそれぞれ H
の漸近線方向の無限遠点であるから主張は示された. ■

補題 3 P,Qにおけるコニック・シムソン線はHの中心で交わる.

証明. 2点 P,Qに定理 4を用いる. P ∗Q∗ は無限遠直線, PQ ∩ P ∗Q∗ = X は PQ方向の無限遠点である
から, X∗ は C,Hの交点 E である.

PQ∗, P ∗Qはそれぞれ P,Qを通りコニック・シュタイナー線に平行な直線であり, これらの交点 Y は E

に一致する.

ここで, P,Qにおけるコニック・シュタイナー線はそれぞれコニック・シムソン線を P,Qを中心に 2倍
に相似拡大したものであるから, 2本のコニック・シムソン線はDE の中点で交わる. 補題 1よりこれはH
の中心なので主張は従う. ■

主定理の証明. 2本のコニック・シムソン線は中心を通り, それぞれの漸近線に平行であるから, これは漸近
線に他ならない. ■

　

A

B C

D

OD

P

Q

O

図 12: P,Qにおけるコニック・シムソン線 (橙)
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4 直角双曲線のさらなる応用
ここまでみてきたように, 直角双曲線は様々な初等幾何の定理と密接に関わっている. 最後にポンスレ束
以外の応用例としてオイラー・ポンスレ点を扱う.

4.1 オイラー・ポンスレ点
平面上のどの 3つも共線でない 4点 A,B,C,Dが垂心系 (orthocentric system)をなすとは, Dが三角形

ABC の垂心であることを指す. まずは 9点円に関する次の命題を示そう.

定理 4.1. 垂心系をなさない 4点 A,B,C,D に対し, 三角形 ABC,BCD,CDA,DAB の 9点円は
1 点で交わる. この交点をオイラー・ポンスレ点 (Euler-Poncelet point) といい, EP (A,B,C,D)

とかく.

証明. AB,BC,CD,DA,AC,BD の中点をそれぞれ E,F,G,H, I, J とし, 三角形 ABD,ACD の 9 点円
の交点を X とする.

∡EXI = ∡EXH + ∡HXI

= ∡EJH + ∡HGI

= ∡HAE + ∡IAH

= ∡IAE

= ∡EFI

より, 4点 EIFX は共円. 同様の議論で 4点 GJFX の共円も従うので, 主張は示された. ■

A

B

C

D

E

F

G

H

I
J

X

図 13: EP (A,B,C,D)
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実は, EP (A,B,C,D)は直角双曲線を用いて特徴づけることができる.

定理 4.2. 垂心系をなさない 4点 A,B,C,Dについて, EP (A,B,C,D)はこれら 4点を通る直角双
曲線の中心である.

証明. A,B,C,D を通る直角双曲線を Hとする. このとき H は一意であることに注意する. 三角形 ABC

に定理 2.6 を用いると, 三角形 ABC の 9 点円は H の中心を通ることがいえる. 同様の議論を三角形
BCD,CDA,DAB に対しても行うと主張を得る. ■

さらに, この特徴づけを用いると次のような命題を簡単に示すことができる.

命題 4.3. 垂心系をなさない 4点 A,B,C,D をとり, 三角形 BCD の垂心を HA などとおくとき,

EP (A,B,C,D) = EP (HA,HB ,HC ,HD)

が成り立つ.

証明. A,B,C,Dを通る直角双曲線Hをとれば, 補題 2.4よりHはHA,HB ,HC ,HD も通るのでよい. ■

命題 4.3を直角双曲線なしに証明しようとすると, 三角形HAHBHC の 9点円が EP (A,B,C,D)を通る
ことを直接示すことになるが, 三角形 HAHBHC まわりの角度は扱いにくい. このように, 直角双曲線は純
粋な初等幾何の手法が刺さりにくい命題に対する大きな武器になるのである.

次の問題も直角双曲線で簡単に解くことができるので紹介しておく.

問題 4.4 (USA/TSTST/2020-P6). 垂心系をなさない 4点 A,B,C,D をとり, P,Q,Rをそれぞれ
三角形 BDC,CAD,ABD の垂心とする. 直線 AP,BQ,CR が 1点で交わるとき, 4点 A,B,C,D

は同一円周上にあることを示せ.

4.2 四角形のオイラー線に関する予想
最後に, オイラー・ポンスレ点とオイラー線の関係について予想したことをまとめる. ここでは次のよう
なことを考える.� �
垂心系をなさない 4点 A,B,C,D について, 三角形 BCD の垂心・9点円中心・重心・外心をそれぞ
れ HA, NA, GA, OA などとする. このとき, 次の 4点はどのような関係にあるだろうか?

• HEP = EP (HA,HB ,HC ,HD)

• NEP = EP (NA, NB , NC , ND)

• GEP = EP (GA, GB , GC , GD)

• OEP = EP (OA, OB , OC , OD)� �
EP (HA,HB ,HC ,HD) は命題 4.3 から EP (A,B,C,D) に等しいことがわかっている. また, 四角形

ABCDと GAGBGCGD は相似なので EP (GA, GB , GC , GD)の位置に関してもすぐ分かる. よって, 問題
なのは外心と 9点円中心である.

さて, まずは円に内接するとは限らない四角形に対し, 外心の類似物を定めよう. ただし, 四角形 ABCD

の重心とは, AC の中点と BD の中点を結ぶ線分の中点のことを指す.
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定理 4.5 ( [4]-Theorem 11). 垂心系をなさない 4点 A,B,C,D において, 3線分 AB,AC,AD の
中点を通る円を CA などとする. このとき, 4円 CA, CB , CC , CD は 1点で交わる. この交点を疑似
外心 (pseudocircumcenter)といい, ABCD の重心について EP (A,B,C,D)と対称な点である.

証明. [4]を参照. ■

A

B

C

D

EP

G

図 14: 疑似外心

次の予想は GeoGebraで確かめたが, 証明できなかった.

予想 4.6. 垂心系をなさない 4点 A,B,C,D において, EP (OA, OB , OC , OD)は ABCD の疑似外
心に一致する.

次に 9点円中心について考えよう. 9点円中心については次のように予想される.

予想 4.7. 垂心系をなさない 4点 A,B,C,Dにおいて, EP (NA, NB , NC , ND)は ABCDの重心に
一致する.

ABCD の重心は 9 点円錐曲線の中心でもあるから, ある意味でこれは 9 点円中心の一般化とみなせる.

これまでの結果を総合すると, 最初の問いの答えが次のように予想される.

予想 4.8. 垂心系をなさない 4 点 A,B,C,D において, 4 点 HEP , NEP , GEP , OEP はこの順に同
一直線上にあり, 内分比は 3 : 1 : 2である.

驚くべきことに, これは三角形における 4点 H,N,G,O の関係と同じである. つまり, オイラー・ポンス
レ点はオイラー線上の点の比率を保つといえる. これは非常に美しい性質だと思うので, 証明できた方はぜ
ひ教えていただきたい.
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