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1 概要
本稿では以下の定理を証明する。以下では

artanhx
def.
=

1

2
log

1 + x

1− x

ζ(s)
def.
=

∞∑
k=1

1

ks

artanhn x
def.
= (artanh x)

n

という記号を用いる。また、空和は 0 と定める。

定理 1.1. (=定理 3.4) 正整数 n と非負整数 m に対しある長さ n+m の有理数列 cn,m が存在し∫ 1

0

xn+2m

artanhn x
dx =

n+m∑
k=1

cn,m,k
ζ(2k + 1)

π2k

を満たす。

前提知識として重積分に対する置換やフーリエ級数展開などを要求する。しかし、これらの知識は各命
題の証明にのみ用いられるため高校範囲の積分を理解していれば内容を理解することができる構成になっ
ている。

2 具体例
具体的に n,m に適当な値を入れて計算した値を紹介する。

∫ 1

0

x

artanhx
dx = 7

ζ(3)

π2
(n = 1,m = 0)∫ 1

0

x4

artanh2 x
dx = −762

ζ(7)

π6
+ 124

ζ(5)

π4
− 14

5

ζ(3)

π2
(n = 2,m = 1)∫ 1

0

x6

artanh2 x
dx = 4088

ζ(9)

π8
− 1270

ζ(7)

π6
+

1736

15

ζ(5)

π4
− 2

ζ(3)

π2
(n = 2,m = 2)∫ 1

0

x5

artanh3 x
dx = −14308

ζ(9)

π8
+ 2540

ζ(7)

π6
− 1426

15

ζ(5)

π4
(n = 3,m = 1)



3 証明
命題の証明をいくつかの補題に分割する。以下では

Γ(s)
def.
=

∫ ∞

0

xs−1e−xdx(
m′

k′

)
def.
=

m′!

k′!(m′ − k′)!

という記号を用いる。また、実数 t1, . . . , tn が与えられているとき Σt
def.
=

n∑
k=1

tk と書く。

補題 3.1. gm,n(x)
def.
= Γ(1 + x)Γ(2m+ n+ 1− x) に対し、

∫ 1

0

xn+2m

artanhn x
dx =

2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)k

∫
[0,1]n

gm,n(Σt+ k)dt1dt2 . . . dtn

が成立する。

証明. ∫ 1

0

xn+2m

artanhn x
dx

= 2n
∫ 1

0

xn+2m(
log 1+x

1−x

)n dx

=
2n

(n+ 2m)!

∫ ∞

0

yn+2m+1e−ydy

∫ 1

0

xn+2m(
log 1+x

1−x

)n dx

=
2n−1

(n+ 2m)!

∫ ∞

0

∫ 1

−1

xn+2m(
log 1+x

1−x

)n y
n+2m+1e−ydxdy

=
2n−1

(n+ 2m)!

∫ ∞

0

∫ y

−y

xn+2m(
log y+x

y−x

)n e
−ydxdy

=
2n

(n+ 2m)!

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(x− y)n+2m

(log x− log y)
n e

−(x+y)dxdy

=
2n

(n+ 2m)!

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(x− y)2me−(x+y)

(∫ 1

0

xty1−tdt

)n

dxdy

=
2n

(n+ 2m)!

∫
[0,1]n

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(x− y)2me−(x+y)xΣtyn−Σtdxdydt1dt2 . . . dtn

=
2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)k

∫
[0,1]n

∫ ∞

0

xk+Σte−xdx

∫ ∞

0

y2m−k+n−Σte−ydydt1dt2 . . . dtn

=
2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)k

∫
[0,1]n

Γ(k +Σt+ 1)Γ(2m− k + n− Σt+ 1)dt1dt2 . . . dtn

=
2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)k

∫
[0,1]n

gm,n(Σt+ k)dt1dt2 . . . dtn.



補題 3.2. 関数 f : [0, n] → R が積分可能なら、以下の等式が成立する。∫
[0,1]n

f(Σt)dt1dt2 . . . dtn = n
∑

0≤i≤k<n

(−1)i

i!(n− i)!

∫ 1

0

(k − i+ x)n−1f(x+ k)dx.

証明. Σkt
def.
=

∑k
i=1 ti とする。すると、∫

[0,1]n
f(Σnt)dt1dt2 . . . dtn

=

[
t1

∫
[0,1]n−1

f(Σnt)dt2 . . . dtn

]t1=1

t1=0

−
∫
[0,1]n−1

t1 {f(Σn−1t+ 1)− f(Σn−1t)} dt1 . . . dtn−1

=

∫
[0,1]n−1

f(Σn−1t+ 1)dt1 . . . dtn−1

− 1

n− 1

∫
[0,1]n−1

Σn−1t {f(Σn−1t+ 1)− f(Σn−1t)} dt1 . . . dtn−1

=
1

n− 1

∫
[0,1]n−1

{(n− 1− Σn−1t)f(Σn−1t+ 1) + f(Σn−1t)} dt1 . . . dtn−1

上の漸化式を用いることで、ある n− 1 次多項式 Pk を用いて

∫
[0,1]n

f(Σt)dt1dt2 . . . dtn =

n−1∑
k=0

∫ 1

0

Pk(x)f(x+ k)dx

が成立することが分かる。ここで、0 以上 n 未満の整数 k1 と 0 以上 1 未満の実数 k2 を用いて f(x)

を以下のように定義する。
f(x) =

{
1 (x ≤ k1 + k2),

0 (x > k1 + k2).

この f(x) を上で得た式に代入し、左辺に包除原理を適用すると以下のような式を得る。

k1∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(k1 + k2 − i)n

n!
=

k1−1∑
i=0

∫ 1

0

Pi(x)dx+

∫ k2

0

Pk1
(x)dx.

この式に k2 = 0 を代入したものを同じ上の式に代入すると次のようになる。∫ k2

0

Pk1
(x)dx =

k1∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(k1 + k2 − i)n − (k1 − i)n

n!
.

0 < k2 < 1 とし、この式を k2 で偏微分すると

Pk1
(k2) = n

k1∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(k1 + k2 − i)n−1

n!
= n

k1∑
i=0

(−1)i

i!(n− i)!
(k1 + k2 − i)n

が得られる。この式を Pk を定義した式に代入することで補題は証明される。



補題 3.3. 任意の正整数 n に対し、以下を満たす長さ
⌊
n+ 1

2

⌋
の整数列 pn が存在する。

fn
def.
=

∫ 1

0

tn−1 t(1− t)

sinπt
dt =

⌊(n+1)/2⌋∑
k=1

pn,k
ζ(2k + 1)

π2k+1
.

証明. Bn
def.
=

1

πn+2

∫ π
2

0

xn log tanxdx とする。すると、

fn =

∫ 1

0

tn−1 t(1− t)

sinπt
dt

=
1

π

[
(tn − tn+1) log tan

π

2
t
]1
0
− 1

π

∫ 1

0

(
ntn−1 − (n+ 1)tn

)
log tan

π

2
tdt

= (n+ 1)2n+1Bn − n2nBn−1

が成立する。また、 Ik(n)
def.
=

2n

n!πn+2

∫ π
2

0

xn cos 2(2k + 1)xdx とすると、

Bn = − 2

πn+2

∞∑
k=0

1

2k + 1

∫ π
2

0

xn cos 2(2k + 1)xdx

= − n!

2n−1

∞∑
k=0

1

2k + 1
Ik(n).

さらに、

In(k) =
2n

n!πn+2

∫ π
2

0

xn cos 2(2k + 1)xdx

=
2n−1

n!πn+2

1

2k + 1
[xn sin 2(2k + 1)x]

π
2
0 − 2n−1

(n− 1)!πn+2

1

2k + 1

∫ π
2

0

xn−1 sin 2(2k + 1)xdx

=
2n−2

(n− 1)!πn+2

1

(2k + 1)2
[
xn−1 cos 2(2k + 1)x

]π
2

0

− 2n−2

(n− 2)!πn+2

1

(2k + 1)2

∫ π
2

0

xn−2 cos 2(2k + 1)xdx

= − 1

2(n− 1)!π3

1

(2k + 1)2
− 1

(2k + 1)2π2
Ik(n− 2).

この漸化式により、 Ik(n) =

⌊(n+1)/2⌋∑
i=1

(−1)i

2(n+ 1− 2i)!π2i+1

1

(2k + 1)2i
が分かる。

この式を用いると、

Bn =− n!

2n−1

∞∑
k=0

⌊(n+1)/2⌋∑
i=1

(−1)i

2(n+ 1− 2i)!π2i+1

1

(2k + 1)2i+1

=− n!

2n

⌊(n+1)/2⌋∑
i=1

(−1)i

(n+ 1− 2i)!π2i+1

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2i+1

=− n!

2n

⌊(n+1)/2⌋∑
i=1

(−1)i

(n+ 1− 2i)!

(
1− 1

22i+1

)
ζ(2i+ 1)

π2i+1
.

したがって、 pn,k =
4k(−1)kn!

(n+ 1− 2k)!

(
1− 1

22k+1

)
が条件を満たす。



3.1 定理 1.1 の証明
定理 3.4. (=定理 1.1) 正整数 n と非負整数 m に対し以下を満たす長さ n+m の有理数列 cn,m が存在
する。 ∫ 1

0

xn+2m

artanhn x
dx =

n+m+1∑
k=1

cn,m,k
ζ(2k + 1)

π2k
.

証明. 任意の 0 ≤ i ≤ 2m+n−1 を満たす整数 i に対し 2m+n−1 次整数係数多項式 Q1
n,m,i が存在し、

gm,n(x+ i) = Q1
n,m,i(x)

x(1− x)

sinπx

が成立する。また、 2m+ 2n− 2 次有理数係数多項式 Q2
n,m を

Q2
n,m(x) =

2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)kn

∑
0≤i≤j<n

(−1)j

j!(n− j)!
(k − j + x)n−1Q1

n,m,j+k(x)

と定義すると、補題 3.1と補題 3.2より、∫ 1

0

xn+2m

artanhn x
dx

=
2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)k

∫
[0,1]n

gm,n(Σt+ k)dt1dt2 . . . dtn

=
2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)kn

∑
0≤i≤j<n

(−1)j

j!(n− j)!

∫ 1

0

(k − j + x)n−1gm,n(x+ j + k)dx

=
2n

(n+ 2m)!

2m∑
k=0

(
2m

k

)
(−1)kn

∑
0≤i≤j<n

(−1)j

j!(n− j)!

∫ 1

0

(k − j + x)n−1Q1
n,m,j+k(x)

x(1− x)

sinπx
dx

=

∫ 1

0

Q2
n,m(x)

x(1− x)

sinπx
dx.

したがって、補題 3.3より、ある
⌊
(2n+ 2m− 1) + 1

2

⌋
= n+m 次有理数係数列 cn,m が存在し、

∫ 1

0

xn+2m

artanhx
dx =

n+m∑
k=1

cn,m,k
ζ(2k + 1)

π2k

が成立する。



3.2 余談∫ 1

0

xn+2m

artanhn x
dx という積分が ζ(2k + 1)

π2k
(k = 0, 1, . . .) という値の有理数係数和で表せることのみ証

明したが、実際には非常に煩雑にはなるが閉じた式で表すことができる。そこで、 n,m を入力として与
えた際にこの積分の値を返すようなプログラムを Pythonで作成した*1。
このプログラムにより、例えば

∫ 1

0

x60

artanh20 x
dx

= 2802580304800447052059053743888763925582400
ζ(81)

π80

− 7979815282418361503449779991484586975533200
ζ(79)

π78

+
32724018724838414638947064736852635494144880

3

ζ(77)

π76

− 28583522961066913358949733391482955998404352

3

ζ(75)

π74

+
89569415145108037293070788466805066619222592

15

ζ(73)

π72

− 77172596872902355647247664772699028532667920

27

ζ(71)

π70

+ . . .

といった式も計算できるようになる。
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